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El uso de la modelacion en
la ensenanza de las matematicas’

Resumen

Mucho se ha hablado en los ultimos afios de la ensefanza
de las matematicas a través de la modelacion, pero équé
significa exactamente esto? En este articulo se presen-
ta algunas posturas acerca del uso de la modelacién en
el aula, asi como los resultados de ciertas experiencias
especificas de su aplicacion en la enseflanza universitaria,
por lo que se da cuenta de las posibilidades y limitacio-
nes de esta metodologia de ensefianza.

Maria Trigueros Gaisman*

Palabras clave

Modelacion matematica, ensefianza,
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Teaching mathematics using models and modeling

Abstract

Much attention has been devoted in the last few years
to the introduction of modelling to mathematics teach-
ing, but, what exactly is understood by modeling? In this
paper we present some diffe-rent positions about the
use of mathematical modeling in the classroom; we also
present the results of some specific experiences where
modeling was used to teach mathematics at the univer-
sity level. We profit from the description of those expe-
riences to discuss the possibilities and limitation of the
use of modeling in the mathematics classroom.
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Mathematics modeling, teaching, university,
lineal algebra, differential equations.

* La realizacion de este trabajo fue posible gracias al apoyo de la Asociacién Mexicana de Cultura, A.C. El trabajo de investigacion fue realizado gracias al apoyo
de los profesores del ITAM Gustavo Preciado, Edgar Possani, Ma. Dolores Lozano, Carmen Ldépez y Javier Alfaro.

*
*

Licenciada, maestra y doctora en fisica por la Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM); tesis doctoral en fisica en la Universidad de California Berkeley;

doctorado en educacion por la Universidad Complutense de Madrid; posdoctorado en investigacion en ensefianza de las ciencias y las matematicas en el Centro
de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav-IPN). Miembro del Comité Editorial de la Direccién General de Divulgacion
de la Ciencia, UNAM, de la Revista Educacion Matematica, Santillana, y de la Revista Mexicana de Investigacion Educativa. Ha sido distinguida con el recono-
cimiento especial por trayectoria académica, recibido en la celebracion del sexagésimo aniversario del ITAM; Premio Luis Elizondo 2006, categoria cientifico
y tecnoldgico, drea educacion, y como miembro del Consejo Consultivo de Matematicas de la Secretaria de Educacion Publica (SEP), México. Es miembro del
Sistema Nacional de Investigadores (SNI) y de la Academia Mexicana de Ciencias (AMC). Es autora y coautra de varios libros, articulos especializados y de
investigacion. Actualmente integra los departamentos de Matematicas y Matematicas Educativa del Instituto Tecnoldgico Auténomo de México (ITAM), y del

Cinvestav, respectivamente, México. E-mail: trigue@itam.mx

Innovacion Educativa, vol. 9 nim. 46 e enero-marzo -



Introduccidn

Mucho se ha hablado recientemente en los circulos rela-
cionados con la ensefianza de las matematicas acer-
ca de la importancia de que los conceptos se introduzcan
de manera contextualizada. Se argumenta que éstos se
aprenden mas significativamente de esa manera, ade-
mas de que muchos alumnos muestran mayor interés
por la solucion de problemas relacionados con su entor-
no que con las actividades centradas Unicamente en las
matematicas.

Hace tiempo que los programas de enseflanza de las
matematicas, en particular aquellos ligados con la en-
sefianza basica, han hecho énfasis en la importancia de
la solucién de problemas en el aprendizaje de las ma-
tematicas. Sin embargo, esta preocupacion ha tarda-
do mas en llegar a los ambitos universitarios, pues es
en éstos en donde la ensefianza de las matematicas es
mas tradicional: las clases se imparten casi siempre en
forma de conferencia, introduciendo definiciones y teore-
mas de manera mas o menos lineal y dejando el trabajo
de los alumnos Unicamente para la solucion de proble-
mas como tarea en casa. Ello sin importar que dicha en-
sefianza se dirija a alumnos cuyo interés primordial es
justamente la aplicacion de las matematicas y no la ma-
tematica en si misma.

Una forma de lograr la contextualizacion del cono-
cimiento es la presentacion de situaciones problemati-
cas reales que sean factibles de representarse mediante
modelos matematicos. Los modelos matematicos apare-
cen cuando se tiene la necesidad de responder pregun-
tas especificas en situaciones reales, cuando se requiere
tomar decisiones o cuando es imperativo hacer predic-
ciones relacionadas con fenomenos naturales y sociales.
El supuesto que subyace a la introduccion de la modela-
cién matematica al aula consiste en esperar que, cuando
los alumnos enfrentan situaciones problematicas de in-
terés son capaces de explorar formas de representarlas
en términos matematicos, de explorar las relaciones que
aparecen en esas representaciones, manipularlas y de-
sarrollar ideas poderosas que se pueden canalizar hacia
las matematicas que se desea ensefiar (Lehrer y Schau-
ble, 2000; Lesh e English, 2005).

Las intenciones que se asocian con la introduccion de
la modelacidn al salén de clase son loables, sin embargo,
las dificultades que se pueden presentar al hacerlo son
muchas y esto, a su vez, puede interferir de manera ne-
gativa si los profesores que la utilizan no tienen la forma-
cién adecuada para hacerlo. La investigacion en solucion
de problemas ha mostrado ya las enormes dificultades
que los alumnos tienen cuando intentar “traducir” al len-
guaje matematico los enunciados de los problemas ver-
bales. El caso de la modelacién de situaciones reales es
mas complejo aun. En estas circunstancias, los estudian-
tes deben interpretar la situacion que se les da y deter-
minar las variables que pueden considerarse importantes
para describir de manera certera el problema de interés.
Requieren formular hipétesis que les permitan simplificar
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adecuadamente la situacion problematica y representar-
la a través de funciones matematicas. Estas funciones in-
cluyen por lo general parametros que admiten ajustarse
a diversas situaciones que comparten una misma estruc-
tura matematica y deben manipularse, ademas de repre-
sentarse de diversas maneras, para lograr obtener una
respuesta adecuada al problema deseado.

Las dificultades de los estudiantes en cada uno de los
pasos sefialados son enormes. En algunos casos han lle-
vado a los investigadores a preguntarse si la ensefianza
de las matematicas por medio de la modelaciéon requiere
ensefiar las matematicas ademas de ensefiar explicita-
mente las técnicas matematicas de modelacion, en cuyo
caso el tiempo que insumiria un curso de esta naturale-
za lo haria inviable en una institucion escolar. Otros in-
vestigadores, en cambio, ponen énfasis en las bondades
del uso de la modelacién y en las matematicas que los
alumnos pueden aprender cuando se utiliza esta meto-
dologia de ensefanza. A pesar de que coinciden en los
problemas que los estudiantes pueden enfrentar, con-
sideran que el hecho mismo de enfrentarlos y hacerlos
conscientes de ello favorece el aprendizaje.

Surgen asi diversas preguntas que se plantean cuando
se discute la introduccién de la modelacion a la ensefian-
za de las matematicas. Entre éstas podrian mencionar-
se las siguientes: équé se entiende por modelacién en
el ambito de la investigacién en educacién matemati-
ca?; écomo introducir la modelacion a la clase de ma-
tematicas?; ¢se trata de una nueva forma de abordar
la solucién de problemas o de construir un espacio de
aprendizaje de las matematicas?; {qué problemas se
plantean al introducir la modelacién a la clase de mate-
maticas?; é¢de qué manera introducir la modelacion para
que permita la evolucidén de los esquemas conceptuales
matematicos de los alumnos?

En este articulo se intenta dar respuesta a algunas
de estas preguntas, en particular, en el nivel universita-
rio. Para ello, en primer término, se describira la discu-
sion que se ha dado histéricamente en torno a la idea de
modelacion matematica y cuales son las posturas que se
adoptan en la actualidad cuando se discute en la investi-
gacién en educacién matematica la introduccién de esta
estrategia de ensefianza. Se describiran, en segundo
término, algunas experiencias de uso de la modelacién
en la ensefianza del algebra lineal y de las ecuaciones
diferenciales a alumnos de distintas licenciaturas, las
dificultades encontradas y la forma en que se ha optado
por introducir con éxito los conceptos matematicos a en-
sefar. En tercer término, se hara énfasis en la discusion
de los resultados obtenidos en la experimentacion con
esta metodologia de ensefanza para, finalmente, con-
cluir acerca de las posibilidades de introducir la modela-
cién como metodologia de ensefianza de las matematicas,
sus ventajas y sus principales dificultades. Se intentara
presentar un panorama de las implicaciones que puede
tener el uso de esta metodologia en el aula, en particu-
lar, con respecto al aprendizaje de las matematicas en la
universidad.



Breve reflexion histérica acerca de los
modelos matematicos

De acuerdo con Israeli (1996), historiador de la ciencia,
desde hace varios siglos las matematicas ademas de
ser, por excelencia, Utiles para actuar sobre la realidad
y modificarla son sobre todo un instrumento importan-
te para comprenderla. A través de los afos se ha dado
un procedimiento que puede denominarse matematiza-
cion de la realidad o modelacion matematica que consis-
te en el uso de las matematicas para describir y analizar
al mundo, para desarrollar técnicas y tecnologias que
intervienen sobre éste activamente.

Aunque en ocasiones se utiliza el término modelacion
matematica de manera natural y muy general —como
toda forma de descripcion matematica de una clase de
fendmenos— seguin este autor, pocas veces se conside-
ra que lo que ahora se denota por este término es una
forma de matematizacion especifica que surgioé hasta el
siglo XX, con ciertas peculiaridades que la distinguen
de otras formas de matematizacion utilizadas con ante-
rioridad. Entre estas peculiaridades se encuentran, por
una parte, la renuncia a cualquier tentativa de llegar
a una vision unificada de la naturaleza, dado que un
modelo matematico se aplica a un “pedazo” de la rea-
lidad, y, por otra, el método de modelacidon por analogia
matematica, en el que se considera que una forma de ma-
tematizacion especifica unifica sélo aquellos fenémenos
que puede representar, por diversos que aparentemen-
te sean, pero no a todos los fendémenos.

¢Como se llegd a esta forma de intentar entender la
realidad? Segun Israeli la historia del uso de los mode-
los matematicos para describir el mundo puede dividir-
se en cuatro etapas:

1. La época pitagorica en la Grecia antigua en la que se
consideraba que el mundo podia describirse aplican-
do relaciones entre nimeros o, dicho de otra forma,
se consideraba a los nimeros como la forma perfec-
ta para describir al universo. En esta época el uso de
las matematicas estaba ligado a una vision de tipo re-
ligiosa y dominada por los mitos.

2. La revolucién cientifica de Galileo impuso una vision
distinta de la relacién de las matematicas con la des-
cripcion de los fendmenos naturales. Esta vision con-
sidera que las leyes que rigen a la naturaleza estan
escritas en lenguaje matematico y que la tarea del in-
vestigador es develar las leyes escondidas que la re-
gulan. Este punto de vista se refuerza con la aparicion
del trabajo de Newton que da origen a lo que puede
llamarse un programa mecanicista.

3. La vision mecanicista del universo, muy influida por la
mecanica de Newton, domina el pensamiento cientifico
por muchos afios, se considera incluso, en ocasiones,
que aun no ha muerto. En la concepcién mecanicis-
ta todos los fendmenos del universo resultan del mo-
vimiento de los cuerpos: de alguna manera, al inicio
de esta época, todos estan regidos por las leyes de

la mecanica de Newton, que se expresan en términos
de las matematicas o se pueden relacionar de algu-
na manera con éstas. Aunque después se abandond
la relacion especifica con las leyes de la mecanica cla-
sica, se preservo la idea de que la ciencia debe ofre-
cer una imagen unitaria y objetiva del universo. Las
distintas teorias cientificas deben estar relacionadas
y deben ser coherentes entre si; deben formar una
construccion unitaria dentro de la cual la mecanica
clasica juega un papel primordial. Las matematicas,
en esta vision, no son ni un lenguaje, ni una técnica
separada de la naturaleza sino que se desprenden de
ésta y estan en ésta.

4. Desde principios del siglo XX, cuando la fisica clasi-
ca entr6 en crisis y hasta la actualidad, el punto de
vista dominante se opone a la idea mecanicista. Se
habla de modelos matematicos o de matematicas
aplicadas, en plural, lo que niega la vision unitaria
de la ciencia. Se dejo, paulatinamente, de mencionar
modelos de tipo mecanico para dar lugar a formas de
describir los fendmenos a partir de la analogia de las
estructuras matematicas subyacentes a éstos.

Hoy el interés por la modelacién matematica ha pa-
sado a ser de sélo un dominio de quienes se dedican a
las matematicas aplicadas a un area de interés para la
educacion matematica. En este contexto la idea de mo-
delacion, ligada a la vision predominante en la actualidad,
se reconoce fundamental en la ensefianza misma de las
matematicas. A continuacion se abordara aquello que se
entiende por modelacion en el contexto de la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas.

2Qué se entiende por modelacion?

El uso de la modelacién en la escuela se muestra de dife-
rentes maneras segun los puntos de vista desde donde
se mire la didactica y de acuerdo a los objetivos de la
actividad. Actualmente hay estudios con enfoques muy
variados que han sido caracterizados dentro de grupos
de acuerdo a algunas perspectivas comunes (Kaiser y
Sriraman, 2006). Distintas perspectivas dan lugar a dife-
rentes visiones tanto de la aplicacién de la modelacion en
el aula como de la investigacion acerca de su uso. Todas
comparten, de alguna manera, el énfasis en la utilidad
de la modelacion en la ensefianza de las matematicas
dado que los resultados de investigacion muestran que,
cuando se aprenden directamente los conceptos de las
matematicas no es facil aplicarlos a la solucién de pro-
blemas. El proceso por el cual se puede llegar a la apli-
cacion toma bastante tiempo y, en muchas ocasiones, es
necesario desarrollar algunas estrategias a fin de que los
estudiantes transfieran sus conocimientos a esas aplica-
ciones. Se analiza a continuacién algunas de las pers-
pectivas aplicadas en términos de sus objetivos centrales
respecto al uso de la modelacion.

Desde una perspectiva realista, el interés se enfoca
en la resolucion de problemas reales que tengan senti-
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do practico para los alumnos. Se pretende que ellos de-
sarrollen herramientas para comprender el mundo en el
que viven y que entiendan cuales son los componentes
de los modelos matematicos. Dentro de esta perspectiva
también se encuentran las de modelacidon contextuales
cuyo interés radica en la solucion de problemas reales,
pero con una preocupacion central en la relacidon de este
proceso de solucion con el sujeto que los resuelve y con
el contexto en el que el modelo se crea, para compren-
der la naturaleza misma del proceso de modelacion y las
distintas restricciones que sobre éste ejerce el medio en
el que surge la necesidad de modelacion.

Otra perspectiva que se categoriza como modelacion
educativa tiene, como su nombre lo indica, un objeti-
vo claramente pedagdgico. Aqui, se pueden distinguir
dos tipos de corrientes, una didactica en la que los mo-
delos se utilizan para estructurar y promover el proce-
so de aprendizaje de los alumnos, y otra que se puede
considerar de caracter conceptual en la que el papel de
la modelacion es clave para introducir nuevos conceptos
y para desarrollarlos.

Por Ultimo, se menciona una perspectiva de mode-
lacion cognitiva que tiene intereses de tipo psicoldgico
como es, por ejemplo, el anadlisis de los procesos men-
tales que tienen lugar durante la modelacion. Su finali-
dad es comprender la forma en que se piensa cuando se
usa la modelacion en la soluciéon de problemas, o bien
promover los procesos de pensamiento matematico me-
diante el uso de modelos.

Es importante mencionar que —entre los estudios que
se desarrollan en estos dias en torno a la modelacién—
es dificil encontrar ejemplos que caigan claramente en
una de estas categorias. Aun cuando sea posible clasi-
ficarlos dentro de una de estas perspectivas, siempre
contienen elementos que pueden considerarse como per-
tenecientes a otras. Seguidamente se muestran algunos
ejemplos de acercamientos a la modelacion matemati-
ca con el fin de ilustrar ciertas caracteristicas de las dis-
tintas perspectivas.

En el ambito de la enseflanza de las matematicas,
hace aproximadamente 30 afios, surgido un movimiento
de reforma en Holanda que se consolidd en una postura
teorica que hoy se conoce como ensefianza realista de las
matematicas. Esta postura considera a las matematicas
como una actividad humana y, como tal, se desarrolla a
partir de modelos originados de situaciones en un con-
texto especifico real, de fantasia o formal. Lo importante
en esta perspectiva es que estos contextos pueden ser
reales para los estudiantes. Como metodologia de aplica-
cion se presentan al estudiante situaciones en contexto
con las cuales trabaja para que conforme requiera ma-
tematizar la situacion y convertirla en un modelo, “rein-
vente” las matematicas. Los modelos funcionan entonces
como puentes que conducen hacia una mayor compren-
sion de las matematicas con la finalidad de que su co-
nocimiento progrese y evolucione.

En la perspectiva de Freudenthal (1968), creador de
esta teoria, si se desea que las matematicas tengan
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valor, para los alumnos, deben estar conectadas con la
realidad, permanecer cercanas a ellos y ser relevantes
para la sociedad. En esta postura hay dos tipos de ma-
tematizacion: una horizontal que implica el proceso de
partir de la situacion real hacia el mundo de los simbo-
los, y otra vertical que describe los cambios que sufre
la expresion matematica del modelo dentro del propio
mundo de los simbolos (Freudenthal, 1991).

A diferencia de los acercamientos de solucion de pro-
blemas, en los cuales al resolver problemas los alumnos
pueden aplicar lo que han aprendido antes a una situa-
cion sin contexto, en esta propuesta el contexto funcio-
na como la fuente del proceso de aprendizaje. Conforme
trabajan en ese contexto son susceptibles de desarro-
llar herramientas matematicas y conocimiento. El puen-
te entre el conocimiento informal —relacionado con una
situacion especifica— y el formal es un paso importante.
En las matematicas realistas este paso se describe como
el “modelo de” al “modelo para” (Streefland, 1985; Gra-
vemeijer, 1994; Gravemeijer y Doorman, 1999). Esta
postura tedrica considera que los estudiantes son agen-
tes activos del proceso ensefianza-aprendizaje, ellos
mismos, compartiendo experiencias, desarrollan herra-
mientas e ideas matematicas.

En otras perspectivas cercanas a la de las matema-
ticas realistas el uso de ejemplos auténticos —tomados
de problemas de la industria o de las ciencias— juega
un papel esencial. El proceso de modelacién se concibe
como un todo y no como algo parcial, cuyo objetivo es
el desarrollo de acercamientos a la forma en que se tra-
baja en las matematicas aplicadas y no el desarrollo de
conceptos (Camarena, 1999 y 2000).

Otra forma de ver el problema de la modelacion es
considerarlo como un contexto de aprendizaje en el que
se invita a los alumnos a cuestionar e investigar situa-
ciones referidas a la realidad a través del uso de las ma-
tematicas, que les brinda una oportunidad para discutir
tanto el papel de éstas en la sociedad como la naturaleza
de los modelos matematicos. Cualquier representacion de
la situacion a través de las matematicas se considera un
modelo matematico (Barbosa, 2003 y 2006). En estas
posturas, el desarrollo de competencias o conceptos pasa
a segundo plano y se conciben nicamente como medios
para discutir el papel de las matematicas y de los mode-
los como herramientas de poder en la sociedad. La ac-
tividad de los alumnos se centra en una lectura critica
de los modelos y en notar como dependen del lugar en
el que se producen y de la forma en que se pueden em-
plear. La investigacion ligada a las posturas de esta natu-
raleza puede centrarse en el desarrollo de competencias
y habilidades, con cierto énfasis en que los estudiantes
conozcan la practica de quienes desarrollan modelos de
manera profesional (Haines y Couch, 2005).

En contraste, hay perspectivas en las cuales ademas
de considerar los aspectos sociales involucrados en la
construccion de modelos, se intenta brindar a los alum-
nos oportunidades para desarrollar conceptos y procedi-
mientos matematicos (Zbiek y Conner, 2006). Algunos



autores de esta perspectiva han propuesto que, cuando
se presenta un problema real a los estudiantes se pueden
definir rutas de modelacion que describen lo que ellos
hacen. En estas rutas juegan un papel importante para
su definicion: las discusiones matematicas que refieren a
los conceptos y procedimientos matematicos, las tecno-
I6gicas relacionadas con la forma matematica que adopta
el fendomeno modelado y las discusiones reflexivas sobre
la naturaleza de los modelos y de los criterios emplea-
dos en la presentacion de los resultados. De acuerdo a
los propésitos del profesor, es posible que una de esas
componentes juegue un papel mas importante que otras
(Borromeo Ferri, 2006; Barbosa, 2006).

Otras perspectivas dan menos importancia al hecho
de que los problemas planteados a los estudiantes para
modelar sean reales. Estos estudios consideran que to-
da la actividad matematica puede considerarse como una
actividad de modelacién y la describen a través de un
conjunto de tareas, tecnologias, técnicas y teorias que
se desarrollan conforme se trabaja en los modelos. Los
autores que investigan la modelacion en el aula desde
esta perspectiva consideran que tanto temas extrama-
tematicos como temas intramatematicos deben ser tra-
tados en la ensefianza de las matematicas dado que la
actividad matematica no se restringe a la consideracion
de problemas aplicados a contextos reales.

Una de estas perspectivas es la desarrollada en el
ambito de la teoria antropoldgica de lo didactico (TAD),
que propone que toda la actividad matematica se puede
identificar con una actividad de modelacion (Chevallard,
Bosch y Gascén, 1997), lo cual implica que la modela-
cion no es un aspecto mas de las matematicas sino que
la actividad matematica es en si misma una actividad de
modelacion. Asi, la preocupacion central de las investiga-
ciones en esta perspectiva no consiste en las relaciones
entre las matematicas y el mundo real u otras discipli-
nas, ni en la forma en la que los estudiantes pueden es-
tablecer esta relacion, sino en el analisis y descripcion
de las condiciones y restricciones que permiten el desa-
rrollo de lo que llaman procesos de estudio. Estos co-
mienzan a partir de problemas relevantes que pueden
promover actividad matematica que se describe des-
pués en los términos teoricos propios de la TAD, las or-
ganizaciones matematicas, de creciente complejidad en
el contexto del aprendizaje y dentro de una institucion
especifica (Garcia et al. 2007).

Entre las varias posturas existentes en el ambito de la
modelacion, la llamada modelos y modelacidon enfatiza
la construccion, por parte de los alumnos, de sistemas con-
ceptuales o modelos cuando trabajan con una situacion
en contexto que favorece el proceso de matematizacion.
Su preocupacion es la preparacion de los estudiantes en
la solucion del tipo de problemas a los que normalmen-
te se enfrentan fuera de la escuela y en el logro de for-
mas de trabajo con ese tipo de problemas que puedan
relacionarse con los temas que se estudian en las ma-
tematicas escolares, aunque esa relacion no sea clara y
evidente. En esta linea de investigacion el interés se cen-

tra en que los estudiantes desarrollen formas flexibles y
creativas de pensar que les permitan abordar las situa-
ciones que se les presentan (Lesh y Doerr, 2003; Lesh
e English, 2005; Lesh y Sriraman, 2005).

Al trabajar con estos problemas —llamados activida-
des que elicitan modelos— los estudiantes no producen
Unicamente respuestas a las cuestiones planteadas por el
problema, sino que desarrollan herramientas conceptua-
les que pueden ser manipuladas, modificadas, comunica-
dasy reutilizadas en otras situaciones. Los investigadores
que han experimentado con esta teoria disefian proble-
mas que conducen a secuencias de instruccién en las
cuales los estudiantes trabajan en grupo con situaciones
reales que permiten la “elicitacion” de constructos ma-
tematicos, que pueden después ser elaborados y exten-
didos hasta llegar a un sistema generalizable, o modelo,
susceptible de ser empleado en diversas situaciones. Las
explicaciones, justificaciones y elaboraciones que hacen
los estudiantes se consideran parte integral del proce-
so de modelacion.

Desde el punto de vista de la teoria modelos y modela-
cién la matematica es una ciencia en la que la busqueda de
patrones es preponderante. Su aprendizaje debe llevarse
a cabo en un ambiente que favorezca y promueva proce-
sos de cuestionamiento y de reflexidn, que a su vez con-
duzcan a la comprension de los fendmenos a través del
uso de recursos matematicos. Por ello, se ha desarro-
Ilado criterios que los problemas a presentar a los estu-
diantes deben satisfacer para lograr lo que se considera
mas importante: que los alumnos desarrollen ideas ma-
tematicas poderosas que les permitan analizar la situa-
cion a la que se enfrentan y que puedan, posteriormente,
ser aplicadas como herramienta conceptual para resolver
otros problemas que en apariencia no estan relaciona-
dos con el que han trabajado, pero que pueden tratarse
con las mismas ideas matematicas.

En la actividad de modelacion, la busqueda de rela-
ciones entre variables, que los estudiantes deben desa-
rrollar, se constituye en una actividad fundamental y se
expresan a través de modelos matematicos. Asi, los sis-
temas conceptuales, los sistemas cognitivos y los mo-
delos se usan como ingredientes esenciales para explicar
los procesos de comprension de los conceptos matema-
ticos por los estudiantes. Sin embargo, esta postura teo-
rica ofrece poca informacion acerca de la forma en que
los estudiantes desarrollan nuevo conocimiento o cons-
truyen modelos mas robustos.

De la ejemplificacion que se ha hecho hasta aqui de
algunas de las perspectivas de modelacién se despren-
de que, independientemente del acercamiento prioritario
que se tome, todas comparten algunas caracteristicas.
Entre éstas que el contexto en el que se plantea y se re-
suelve el problema debe tener sentido para los estudian-
tes, aunque el sentido pueda venir de las matematicas
mismas; que no hay una solucién especifica esperada,
sino que es deseable que los alumnos desarrollen proce-
sos diversos de razonamiento de los cuales puedan sur-
gir conceptos para abordar la tarea. Si bien, en muchas
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ocasiones, son los conceptos que se quieren desarrollar
el foco primordial de la actividad para el profesor, en la
mayor parte de los acercamientos a la modelacion se in-
tenta, mas bien, aprovechar las ideas que surgen de los
estudiantes para introducir conceptos importantes de la
matematica. En general, los proponentes de la modela-
cion como actividad de aprendizaje y de construccion de
conocimientos sugieren que como resultado de esa acti-
vidad los estudiantes ponen de manifiesto sus diversas
formas de pensar y de abordar los problemas y ello fa-
vorece el desarrollo de sus sistemas conceptuales.

Seguidamente, se muestra el trabajo realizado por un
grupo de investigadores del Instituto Tecnoldgico Auto-
nomo de México (ITAM), que esta experimentando la po-
sibilidad de ensefiar matematicas a nivel universitario a
través del uso de la modelacion. La perspectiva que se
ha utilizado en este esfuerzo es una perspectiva mixta
de caracter educacional. Los objetivos del proyecto de
ensefianza e investigacidon son de caracter pedagdgico.
Se pretende promover los procesos de aprendizaje de
los alumnos, pero ademas introducir conceptos nuevos
para ellos y desarrollar sus estructuras conceptuales a
través de la introduccién en la clase de problemas rea-
les que posibiliten la emergencia de ideas matematicas
como se hace en la perspectiva modelos y modelacion.
A diferencia de esta perspectiva, estas ideas se toman
explicitamente como base para apoyar la introduccion de
los conceptos matematicos relacionados con la situacion
gue se modela y para lograr un aprendizaje significativo
de los mismos, se utiliza una teoria de desarrollo con-
ceptual del ambito de la educacion matematica: la teoria
accion, proceso objeto, esquema (teoria APOE).

Acercamiento o[ uso de la mo.deloucién
en la ensenanza en México

En los Ultimos afios un grupo de profesores de matemati-
cas e investigadores en educacion matematica del ITAM,
preocupados por lograr mejores resultados en los cursos,
indagaron acerca de distintas metodologias de ensefian-
za basadas en la investigacién educativa, que podrian
proporcionar ideas para disefar estrategias innovado-
ras de ensefianza.

En la busqueda y andlisis de diferentes acercamien-
tos encontraron amplia bibliografia que referia a las po-
sibilidades de aprendizaje y de motivacion que brinda la
ensefianza de las matematicas a través de la modela-
cion matematica. Los resultados de los estudios consul-
tados sugerian que, en un contexto de modelacion los
estudiantes son capaces de desarrollar conceptos im-
portantes y aprenderlos de manera significativa. Si bien
la mayoria de los articulos consultados describian expe-
riencias llevadas a cabo con estudiantes de los niveles
de ensefianza basica y media superior, las premisas ele-
mentales de su posible utilidad parecian ser aplicables
en nivel superior.

Después de un analisis de las distintas perspectivas
de modelacion que se han mencionado, el grupo se de-
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cidid por el uso de una perspectiva mixta en la que se
complementara una perspectiva de modelacién con una
teoria de aprendizaje de las matematicas, a fin de ga-
rantizar el aprendizaje y desarrollo de los conceptos por
parte de los estudiantes. Asi, se procedid a elaborar un
marco tedrico en el que se incluyen las ideas acerca de
la importancia de la modelacion en el aprendizaje de las
matematicas y en el desarrollo de ideas poderosas y de
herramientas conceptuales de la perspectiva modelos
y modelacién; pero, dado que, como se menciono esta
perspectiva no describe la forma en la que los estudian-
tes pueden aprender nuevos conceptos especificos, se
complemento el marco conceptual mediante la introduc-
cion de la teoria APOE que describe en detalle la forma
en que se construyen los conceptos matematicos que se
estudian en la universidad.

A partir del marco teodrico disefiado, se discutié el tipo
de problemas a experimentar en el salén de clase en las
materias —sistemas dinamicos, ecuaciones diferenciales,
matematicas aplicadas a las ciencias econdmicas y alge-
bra lineal— que se imparten en carreras administrativas,
en ingenieria, economia, en las de matematicas aplica-
das y actuaria de dicha institucion. Se disefaron activida-
des especificas de modelacion aplicables a cursos diversos
y se procedio a probarlas en el aula. En todas las ocasio-
nes que se experimentd con el uso de esos modelos, los
estudiantes trabajaron durante la clase y, en ocasiones,
fuera de ésta en equipos de tres o cuatro miembros, con
el fin de que discutieran y socializaran los conocimien-
tos. Se exponen tres de esos modelos, dos relacionados
con las ecuaciones diferenciales y uno con el algebra li-
neal asi como sus resultados.

Modelo de precios
Problema

Una compania requiere la forma en la que pueda prede-
cir el precio, de cualquiera de sus productos, en un mer-
cado en el que hay expectativas de los consumidores. El
gerente de la compania solicita colaboracion para encon-
trar un modelo adecuado, ademas de una presentacion en
la que se justifique con claridad por qué se considera que
el modelo es pertinente y se proporcione informacion del
mercado real que permita validar su pertinencia.

Objetivos

El problema se utilizd en una clase de matematicas
aplicadas a la economia como parte de los temas co-
rrespondientes a las ecuaciones diferenciales. Su obje-
tivo fue introducir en los alumnos la idea de variacién y
su posible expresion mediante el uso de ecuaciones dife-
renciales, asi como la nocién de solucién de una ecuacion
diferencial y el papel e importancia de las condiciones
iniciales. Un proposito secundario del problema consistio
en hacer trabajo experimental para considerar la funcién
que los parametros tienen en la modelacion.



El modelo en clase

Los estudiantes trabajaron en forma colaborativa du-
rante varias sesiones en el salén de clases en grupos de
tres. El proyecto requirié ademas trabajo fuera de clase
y busqueda de datos de cualquier articulo, del cual los
alumnos pudieran conseguir precios para un periodo re-
lativamente largo de tiempo para validar el modelo.

La solucion del problema se llevo a cabo durante un
mes y fue posible observar varios ciclos de modelacion.
Se dedico cierto tiempo a la discusion conjunta entre el
profesor y los alumnos de cada uno de los modelos pro-
puestos por los distintos equipos. Los alumnos que pre-
sentaban el modelo respondian a las preguntas de sus
compaferos y a las del profesor justificando las decisio-
nes tomadas durante el periodo de trabajo previo. Esta
discusion permitié a cada equipo cambiar su modelo y
restricciones a partir de la reflexion de las preguntas y
comentarios que se les habia formulado.

Durante el trabajo, en el proyecto de modelacion, se
detectaron como se menciond varios ciclos de modela-
cién que podrian clasificarse como: seleccion de variables
y trabajo en la busqueda de relaciones entre éstas; in-
troduccién de la razén de cambio como una variable im-
portante a considerar; refinamiento del modelo y primer
analisis; busqueda de soluciones y de formas de trabajar
con los parametros; experimentacion, representacion y
analisis de los datos; disefo de la presentacion.

En el primer ciclo, los estudiantes abordaron el proble-
ma como de relacion entre funciones, buscaron posibles
graficas de funciones que describieran el comportamien-
to esperado de los precios de un bien, utilizando lo que
habian aprendido en sus clases de economia. La explo-
racion grafica y la discusion sobre las posibles variables
relevantes y su relacion los condujo a considerar la ne-
cesidad de plantear algunos supuestos, relacionados con
sus conocimientos de economia y matematicas que les
permitieran simplificar el problema. En la primera discu-
sién se trataron primordialmente el papel de los supues-
tos en la modelacion y el papel que jugaba el hecho de
que hubiera expectativas de precios en el mercado.

En tanto, en el segundo ciclo los estudiantes conside-
raron la relacion de la expectativa de precios con la razon
de cambio de éstos. Los primeros modelos incorporando
la funcion precio y la derivada del precio comenzaron a
aparecer. La discusion se centrd, con posterioridad, en
la importancia de esa relacion y en la consideracion del
modelo resultante como ecuacion diferencial. No todos
los equipos plantearon una ecuacién diferencial, pero la
discusion con quienes si la habian introducido permitid
al resto de los grupos su consideracion.

Construido un modelo —no precisamente el mismo en
los distintos equipos de trabajo— los alumnos procedie-
ron a refinarlo, es decir, a reducir, cuando era posible el
numero de parametros que les parecian indispensables y
a considerar su pertinencia. Es importante notar que los
estudiantes no habian sido introducidos a las ecuaciones
diferenciales y no conocian métodos de soluciéon; no obs-

tante, algunos de ellos fueron capaces de utilizar lo que
conocian acerca de la derivada de una funcion para tra-
tar de dibujar una posible grafica de la solucién y consi-
derar si podria considerarse adecuada. Después de este
ciclo, el profesor consideré oportuno introducir algunas
actividades referentes al andlisis de ecuaciones diferen-
ciales recurriendo al conocimiento del calculo de una
manera estructurada, para esbozar la forma de la solu-
cién asi como algunas definiciones, y el concepto de so-
lucion de una ecuacion diferencial.

En un primer esbozo de las posibles soluciones al pro-
blema, los alumnos consideraron el papel de las con-
diciones iniciales. En este ciclo se introdujeron nuevas
actividades conceptuales relacionadas con métodos de
solucién de ecuaciones diferenciales que los estudiantes
fueron capaces de utilizar para encontrar la solucién de
sus modelos. Disefiaron la forma en que buscarian los
datos para validar sus modelos y para calcular los pa-
rametros especificos a la situacion. Aplicaron, ademas,
métodos numéricos simples o graficos para encontrar el
valor de los parametros que reflejaba de mejor mane-
ra la situacion en estudio y trabajaron en la presenta-
cion final.

Toda la labor de los alumnos quedd registrada duran-
te cada ciclo. En los periodos de discusion se recurri a
guias de observacion para seguir en detalle el trabajo de
cada uno de los grupos, y se grabd la discusion de cada
uno de éstos para ser analizada por el investigador.

Resultados interesantes

El trabajo de los grupos dio lugar a una diversidad
de modelos —cuatro modelos distintos entre si. Los es-
tudiantes se acercaron al problema aplicando una pers-
pectiva de covariacidon en la que su interés radicaba en
encontrar el posible comportamiento de las variables.
Después de la primera discusion en grupo, la mayor
parte de éstos consider6 una perspectiva dinamica en
la que el objeto de estudio era la funcién derivada (Tri-
gueros, 2008).

Si bien los estudiantes introdujeron la derivada en sus
modelos, mostraron dificultades para relacionar la deri-
vada de la funcién con la funciéon en una misma ecuacién
debido a que su concepcion de funcion y de derivada, de
acuerdo a la teoria APOE podian considerarse de tipo pro-
ceso, es decir, la funcidn como una regla que se le aplica
a una variable y que resulta en una nueva variable rela-
cionada y la derivada como una operacion que se aplica
a la funcion. El trabajo en las actividades, colaborativo
y en conjunto, permitié a los estudiantes establecer la
relacion entre la funcién y su derivada, considerando a
esta Ultima como una funcidn que proporciona informa-
cion sobre la funcidon original. Fue interesante notar que
esta relacién surgié en lo basico del analisis del proble-
ma en términos econémicos conjuntamente con una es-
trategia de representacion grafica del problema.

El analisis cualitativo de las ecuaciones diferencia-
les, basado en algunas ideas presentadas por los estu-
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diantes e introducido, en las actividades conceptuales
sobre las que trabajaron posteriormente resultd efecti-
vo. Ellos lo utilizaron para reflexionar en la ecuacion di-
ferencial como un objeto de estudio y en la solucion de
la ecuacién diferencial como una funcion. Esta reflexion
se apoyo6 también en las distintas relaciones y en el tra-
bajo que los estudiantes hicieron para aproximar numé-
ricamente la solucidn a la situacion particular que habian
elegido. A diferencia de lo que se ha reportado en la lite-
ratura (Rasmussen, 1999 y 2001; Donovan, 2007), estos
alumnos no mostraron ninguna dificultad al dar signifi-
cado a la solucién de la ecuacion diferencial como una
funcidon o un conjunto de funciones; fueron capaces de
transferir su nocidon de soluciéon a problemas relaciona-
dos con la solucién de ecuaciones diferenciales abstrac-
tas, que se utilizaron como tareas durante el periodo en
que se trabajé sobre el proyecto.

Un resultado muy interesante fue la posibilidad de un
grupo de crear una representacion del problema muy se-
mejante al espacio fase para analizar el comportamien-
to de la solucion, alrededor de lo que ellos consideraron
como solucién de equilibrio, nocién que juega un papel
importante en economia. La introduccién de esta herra-
mienta fue aprovechada por el maestro para discutir al-
gunos aspectos relevantes del andlisis cualitativo y del
papel de los parametros y la variacion de los parametros
en la solucion del problema.

El reloj de péndulo
El problema

¢Qué tan efectivo es el uso de un péndulo como reloj?
¢Como podria probarse su efectividad si lo es? Constru-
ye un reloj de péndulo. Este reloj sera mostrado en una
exposicion, por ello es necesario que sea acompafa-
do de una explicacién de su funcionamiento a dos nive-
les: una comprensible para el publico en general, y otra
para los profesores de los departamentos de ingenieria
y matematicas.

Objetivos

El problema fue aplicado con estudiantes de ingenieria
en computacion y en telematica en un curso de ecuacio-
nes diferenciales. Los objetivos primordiales de este pro-
yecto de modelacion consistian en ampliar la nocion de
variacion previamente trabajada, aplicando otros mode-
los para introducir las ecuaciones diferenciales de segun-
do orden; asi como recuperar algunos de los conceptos
que los estudiantes aprendieron en sus cursos de fisica
para relacionarlos con los desarrollados en el contexto
de este curso especifico de matematicas.

El modelo en clase

El desarrollo del problema en el saldn de clase fue de
manera similar a la descrita para el problema de pre-
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cios. Nuevamente se detectd ciclos en los cuales era
posible observar la evolucidon de algunos aspectos rela-
cionados con el conocimiento de los estudiantes respec-
to a las ecuaciones diferenciales, y también en relacion
con la transferencia de los conocimientos de fisica a la
clase de matematicas.

A diferencia de lo descrito en el caso del grupo que
trabajo el problema de economia, este equipo tuvo mu-
chas mas dificultades para relacionar sus conocimientos
de fisica con los de matematicas, lo cual resulté en que,
el primer ciclo relacionado con la eleccion de las varia-
bles a estudiar tomara mas tiempo que el esperado por
el maestro y el investigador (un mes). En el estudio del
péndulo, la variable dependiente que simplifica el pro-
blema es el angulo que hace el péndulo con la vertical y
se esperaba que los alumnos utilizaran este hecho con
facilidad. En el segundo ciclo, en el que también se es-
peraba que el uso de las leyes de Newton aplicadas al
problema resultara casi directamente en una ecuacion
diferencial, resulté asimismo mas complicado de lo es-
perado. Los alumnos encontraron muchas dificultades
para determinar las fuerzas que actiian sobre el sistema
y mas aun para descomponer las fuerzas en componen-
tes. Trataban de relacionar el problema con lo que cono-
cian del oscilador armdnico simple, sin embargo, aunque
conocian la formula para la fuerza no lograban transpo-
nerla para el caso del péndulo. Los alumnos requirieron
mucho trabajo y apoyo por parte del maestro para su-
perar estas dificultades.

Una vez que los alumnos encontraron la ecuacion di-
ferencial de segundo orden, en lo que se considero el
tercer ciclo, intentaron aplicar lo que habian aprendido
respecto al concepto de solucidén de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden y al anadlisis cualitativo de éstas.
Dado que la ecuacion resultante era de segundo orden
desistieron del analisis cualitativo; ninguno considerd la
posibilidad de utilizar el sistema de ecuaciones que ha-
bian propuesto de manera natural antes de llegar a la
ecuacion de segundo orden.

Los estudiantes manejaron lo aprendido —en el caso
de solucién de ecuaciones de primer orden lineales—
para encontrar las funciones solucion de la ecuacion de
segundo orden una vez que lograron expresarla de forma
lineal —al tomar en consideracidon que para valores pe-
queinos del angulo, el seno de éste se puede aproxi-
mar por el valor del angulo— ademas de reconsiderar
el papel de las condiciones iniciales que aparecian de
nueva cuenta en los modelos planteados. Tampoco mos-
traron mayores dificultades para suponer las diferentes
situaciones que se podian presentar: sin fuerzas exter-
nas, con friccién y con otras fuerzas externas ademas
de la friccion.

En la aplicacion de la construccién del reloj, al ini-
cio estimaron que Unicamente un péndulo ideal podria
modelar un reloj, porque para ellos sélo en ese caso la
frecuencia permaneceria constante. Después reconside-
raron este punto al analizar con cuidado las soluciones,
y concluyeron que la descripcidon del funcionamiento de



un reloj requeriria el uso de una ecuacion para un osci-
lador forzado.

Resultados interesantes

Todos los grupos mostraron dificultades con los con-
ceptos de fisica. Lo cual interfirid6 con la posibilidad de
interpretar los resultados que obtenian de la soluciéon
matematica de las ecuaciones en términos de la fisica.
Al parecer, al enfrentar un contexto nuevo sus ideas pre-
vias resurgian y las estrategias de solucion de problemas
no eran tan solidas como para realizar comparaciones y
analogias con casos de problemas en los que estas pre-
concepciones no se presentan.

Los patrones de razonamiento de los estudiantes se
guiaban en un primer momento por lo que eran capaces
de observar y no por sus conocimientos de fisica. Po-
dria decirse que para la mayoria de ellos la fisica y las
matematicas constituyen disciplinas ajenas. Mostraron
mas dificultades para utilizar el conocimiento matema-
tico aprendido en otros cursos e incluso en el mismo en
que se desarroll6 el proyecto de modelacion. Para lograr
superarlas fue necesario realizar mas actividades de tipo
conceptual que reforzaran el papel de la variacion y de la
segunda variacion en el problema matematico.

La construccion del reloj, por otra parte, y la posibili-
dad de trabajar con datos reales constituyd una fuente
de aprendizaje para el grupo. Esta construccion les per-
mitié reconsiderar sus dificultades y el significado de las
variables en términos del problema especifico y en térmi-
nos de la fisica. Reflexionaron las dificultades implicadas
en la generacién y analisis de datos, aprendieron nue-
vas técnicas de aproximacion de parametros, ademas de
los conceptos relacionados con el curso en si.

A pesar de las dificultades encontradas, los datos de
esta experiencia pusieron de manifiesto la utilidad del
empleo de los modelos en la ensefianza. La discusion de
ideas y el analisis entre los alumnos y con el profesor
procurd su evolucién. La presentacion del proyecto mos-
tré claridad en las explicaciones y en las justificaciones
argumentadas por los distintos equipos, aun cuando no
todos mostraron el mismo grado de avance.

Trabajar en el proyecto brind6 a los estudiantes una
oportunidad para aplicar lo aprendido, relacionar lo es-
tudiado en cursos diferentes y poner en juego sus ideas
sobre la naturaleza misma del trabajo cientifico, a tra-
vés de la experimentacion y la comunicacién. También
ofrecié multiples ocasiones de reflexion sobre los concep-
tos matematicos involucrados en la solucidon de ecuacio-
nes diferenciales y les facilité desarrollar algunos nuevos
como los involucrados en el método de minimos cuadra-
dos para la aproximacion de curvas a datos experimen-
tales. La metodologia de trabajo le permitio a este grupo
tomar a su cargo el reto que el problema implicaba y
ampliar su vision de lo que significa el uso de las mate-
maticas y de la fisica en la solucion de problemas rea-
les (Trigueros, 2006).

Problema de trdfico
El problema

La Direccién General de Transito ha instalado senso-
res que le permite contar la cantidad de vehiculos que
pasan por cada una de las calles en areas especificas de
la ciudad, en particular una zona del area financiera en
cuyas esquinas hay glorietas que permiten redirigir el
trafico. El nUmero de vehiculos promedio que pasan por
las calles por hora se muestra en el siguiente diagrama.
No esta permitido estacionarse en ninguna de las calles.
Las flechas indican el sentido de las calles. La Direccion
General de Transito desea desarrollar politicas de mane-
jo de trafico que pueden ser necesarias en caso de que
se hagan trabajos en las calles o de que ocurran mani-
festaciones u otras actividades disruptivas.

Si se pide que por una de las calles entre dos esqui-
nas circule una minima cantidad de autos: écudl debe ser
esa cantidad si se desea que el trafico normal en estas
calles se mantenga? ¢Es posible cerrar alguna de las ca-
lles? Si es asi écudl?

Si se cierra una calle seria necesario poner sefiales para
indicar a los conductores el inicio de cada una de las calles
cerradas. ¢Cuantas sefiales habria que poner? ¢Seria po-
sible considerar una restriccién de que no circularan mas
de 200 autos por hora en una calle particular?

Objetivos

Con este problema se pretendia que, ademas del de-
sarrollo del modelo, los estudiantes utilizaran sus cono-
cimientos acerca de la solucion de sistemas lineales de
ecuaciones algebraicas y los desarrollaran para incluir
entre éstos la nocién de conjunto solucion de un sistema
de ecuaciones. Lo cual la literatura en educacion mate-
matica reporta como una de las dificultades en el estu-
dio de este tema de las matematicas (Ramirez, Oktag y
Garcia, 2005a y b; Trigueros, Oktag y Manzanero, 2007),
el método de Gauss para resolver sistemas grandes de
ecuaciones, las representaciones graficas de los siste-
mas de ecuaciones y el significado grafico del conjun-
to solucidn.
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El modelo en clase

Se encontrd que en el trabajo con el modelo se po-
dian detectar ciclos de modelacién en la actividad de los
alumnos que, en este caso consistieron de: seleccion y
relacién entre variables, manipulacion del sistema de
ecuaciones, representacion matricial y su manipulacion,
respuesta a preguntas especificas y representacion gra-
fica del espacio solucion.

En el primer ciclo, los estudiantes usaron su conoci-
miento sobre los sistemas de ecuaciones como se tenia
previsto. Sin embargo, dado que el sistema a resolver
era grande y contenia mas incdgnitas que ecuaciones,
los alumnos enfrentaron dificultades al aplicar su conoci-
miento en este caso especifico. Para ayudarles a superar
esta dificultad se introdujeron actividades desarrolladas
a la luz de la teoria APOE, cuya finalidad era la introduc-
cion de nuevos conceptos y estimular la reflexién sobre
sus propias acciones, a fin de que fueran capaces de ge-
neralizarlas y utilizarlas en el desarrollo de procesos mas
eficaces de solucion de sistemas de ecuaciones, que pu-
dieron, posteriormente, aplicar al trabajo con el mode-
lo. Asi, a través de los ciclos se alternd también entre la
actividad de modelacidon y el uso de actividades destina-
das a la construcciéon de los conceptos relacionados con
este tema del algebra lineal.

Resultados interesantes

Los estudiantes encontraron multiples dificultades a
lo largo del proceso de modelacién, algunas como la
definicion misma de las variables puede considerarse
sorprendente en alumnos universitarios; otras predeci-
bles por la naturaleza del modelo a plantear. Diferentes
equipos propusieron modelos distintos, y una actividad
interesante en las sesiones de discusion con el grupo en
su totalidad fue la comparacion de los sistemas y de sus
conjuntos solucidon para discutir cuestiones relaciona-
das con la equivalencia de los sistemas y los distintos
tipos de solucién obtenidas.

Luego de la introduccién de la representacion del sis-
tema mediante matrices, los alumnos no sélo emplea-
ron lo recién aprendido en la soluciéon de su modelo sino
que relacionaron con claridad los elementos de la matriz
con el sistema de calles presentado en la figura; des-
pués, en el trabajo conjunto con el profesor discutieron
el significado de los signos en relacién con las glorietas
de cada esquina y en ocasiones el maestro introdujo al-
gunas nociones nuevas que podian ser de interés para
los estudiantes.

El ejercicio con los parametros del modelo resulté en
particular interesante para los alumnos. Es conocida la
dificultad que los estudiantes tienen, aun los universi-
tarios, con la interpretacion y el manejo de parametros
(Furinghetti y Paula, 1994; Bloedy-Vinner 2001; Trigue-
ros y Ursini, 2004). En este caso como en los anterio-
res, el problema especifico a resolver fue un apoyo en
la interpretacién de los parametros. Esto permitié que
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se analizaran junto con el maestro las caracteristicas de
las soluciones factibles al problema; asi como, utilizando
diferentes parametrizaciones, la interpretacion del espa-
cio de soluciones factibles podia ser mas o menos facil.
Se lleg6 incluso a sugerir una representacion geométrica
del espacio de soluciones factibles y se discutioé el signi-
ficado de dicha representacion en términos del proble-
ma a resolver.

La labor en clase demostro que este problema satisfa-
ce los criterios de un buen problema de modelaciéon es-
tablecidos en la perspectiva de modelos y modelacion, y
permitié la introduccion de actividades de construccion
de conocimiento disefiadas con la teoria APOE sin romper
demasiado con la dinamica de la modelacion. Fue posi-
ble seguir —mediante los productos entregados por los
alumnos en las distintas etapas del proceso— la evalua-
cion de su manera de pensar sobre el modelo y las di-
ficultades que enfrentaban. Los modelos desarrollados
fueron utilizados como herramientas conceptuales en la
solucion de problemas semejantes en su estructura plan-
teados en contextos diferentes, pero siempre relaciona-
dos con la solucién de sistemas de ecuaciones (Possani,
et al., 2009).

A destacar

Una de las peculiaridades que vale la pena resaltar y que
es comun a las experiencias descritas —u otras seme-
jantes realizadas por el mismo grupo de investigado-
res o por otros en nuestro pais y en el extranjero— es
la enorme motivacion de los estudiantes. En todos los
casos ellos se apropiaron rapidamente del problema, las
discusiones en clase y el trabajo fuera de ésta mostra-
ron el interés por comprender la situacién y trabajarla
de la mejor manera posible. Si bien los problemas elegi-
dos eran parecidos a los que estan resueltos en algunos
libros de texto, los estudiantes no recurrieron a éstos en
ninguno de los casos y solo hicieron uso de textos rela-
cionados con la fisica y con la economia a fin de com-
prender algunas de las variables del problema en si y no
para encontrar una solucién.

En las discusiones cada equipo defendié sus puntos
de vista y la plausibilidad de su modelo. En ocasiones,
incluso, les fue dificil aceptar algunas criticas acertadas
de sus compaferos; no obstante, cuando las aceptaron,
manifestaron lo Util que les fueron para refinar o recon-
siderar su razonamiento en el planteo del modelo. Asi-
mismo, se observd el interés que pusieron los alumnos
en las actividades conceptuales como oportunidad para
encontrar nuevas formas de abordar el problema o re-
solver aquellos que aparecian en el proceso de respues-
ta a las preguntas planteadas mas que como ejercicios
de clase.

La necesidad de validar sus resultados —en particular
en el caso de los problemas relacionados con las ecua-
ciones diferenciales— hizo posible integrar la tecnologia
de una forma natural, equipos de computo y calculado-
ras cientificas fueron aplicados para explorar distintas re-



presentaciones de los modelos obtenidos, para discutir
la naturaleza de las posibles soluciones de las ecuacio-
nes o para aproximar las soluciones a los datos concre-
tos obtenidos de la fase experimental.

Una ventaja adicional del uso de la modelacién en
clase fue que puso de manifiesto los patrones de razo-
namiento seguidos por los estudiantes y sus dificultades
conceptuales. Ello auxilié al maestro en cuanto a desa-
rrollar actividades conceptuales a fin de satisfacer los re-
querimientos de los estudiantes, ya sea para introducir
nuevos conceptos o reconsiderar errores que aparecian
en la solucidn. Esto ultimo fue muy evidente en el caso
del modelo del péndulo.

El razonamiento de los estudiantes en esta experien-
cia evoluciond y las matematicas se volvieron el centro
de la discusion. Al final de cada uno de los proyectos
descritos, las presentaciones exhibieron mayor solidez
en el manejo de los conceptos y de sus relaciones. Si
bien es imposible garantizar un aprendizaje significati-
vo de todos los estudiantes, lo que si se advirtid fue el
cambio gradual en sus concepciones. El simple hecho de
poner al descubierto algunas de sus ideas ya represen-
té una ventaja, si a ello se suma la posibilidad de discu-
sidn, trabajo y reflexion, la prerrogativa de este tipo de
trabajo se aprecia mucho mejor.

En todos los casos, de manera mas o menos efecti-
va, los alumnos demostraron su capacidad para poner
en juego y combinar los recursos conceptuales adqui-
ridos. En general, se puede decir que el trabajo en los
modelos proporcion6 una excelente oportunidad para de-
sarrollar eficazmente los conocimientos de los alumnos,
ademas de ampliar su vision de lo que significan las ma-
tematicas en la solucién de problemas reales. Asimismo,
la aplicacion de la modelacién en la solucién ayudoé a la
mayor parte a sentirse mas seguros de sus competen-
cias y valorar de manera diferente la funcion de los cur-
sos escolares, asi como valorar las limitaciones de este
tipo de modelacion.

Los comentarios de los estudiantes que participaron
en estas experiencias, después de uno o dos afios, sobre
el uso de los modelos fueron muy positivos. Expresa-
ron gusto por el contenido de la materia y por el tipo
de didactica empleada; pero, lo mas importante, es que
aprendieron mucho mejor los conceptos en aquellas cla-
ses que los aprendidos en otras.

Reflexiones finales

Se ha visto a lo largo de este articulo que hay distintas
formas de entender el uso de la modelacién matematica
en la ensefanza de las matematicas y en la investigacion
en educacién matematica. Las distintas perspectivas al
respecto modulan los objetivos y la metodologia de tra-
bajo en el aula asi como la forma de hacer investigacion
acerca de los resultados de su aplicacion.

Entre las perspectivas mencionadas se encuentran al-
gunas que tienen por objetivo ensefar los elementos de
la modelacién matematica; sin embargo, en otras ello

no es central. La modelaciéon no es una tarea facil. Pen-
sar como objetivo ensefiar ambas cosas simultaneamen-
te seria muy complicado. El tiempo que puede perderse
en este tipo de técnicas —en un curso cuyo objetivo
no es ensefar a modelar— puede empafiar el propdsito
real de éste —que es la introduccién de ciertos conoci-
mientos matematicos— y perder la atencién de los estu-
diantes en los aspectos conceptuales importantes de la
disciplina. En este tipo de proyectos parece ser esencial
no perder de vista el objetivo central del curso y buscar
el equilibrio entre aquellos aspectos de la modelacion
que son importantes de rescatar y los conceptos que se
quieren ensefiar. En cursos como aquellos de los que se
tomaron los ejemplos presentados, este equilibrio per-
manecioé siempre en la mira del profesor. Los modelos
se usaron como instrumento para favorecer el desarro-
llo de esos conceptos, aunque las técnicas de modela-
cion no resultaran las mas adecuadas o las mas eficaces
en cada situacion.

El momento de introducir las actividades conceptua-
les y su disefio son de suma importancia en el logro de
un aprendizaje conceptual en este tipo de proyectos. En
muchas ocasiones, es dificil encontrar la oportunidad en
que estas actividades sean adecuadas y decidir qué tanto
el trabajo sobre los conceptos matematicos puede irrum-
pir de manera desfavorable en el proceso de modelacién.
La atencion del maestro a este tipo de cuestiones resul-
ta fundamental. Las experiencias que aqui se mostraron,
y otras dentro de perspectivas similares, muestran que
el disefo de las actividades debe favorecer el regreso al
problema de modelacion.

El disefio de las situaciones constituye un elemento
central para que el uso de la modelacién tenga éxito.
Un problema planteado en buenos términos coadyuva el
compromiso de los estudiantes en su solucion y el apren-
dizaje de nuevos conceptos. Evidentemente, no todos
los estudiantes avanzan de la misma manera, ni logran
profundizar en los conceptos como seria deseable, pero
puede decirse que los resultados obtenidos en este tipo
de proyectos muestran con claridad las bondades de este
acercamiento a la ensefianza de las matematicas en la
universidad.
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